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ОПИСАНИЕ КРАЙНЫХ ГИББСОВСКИХ МЕР ДЛЯ МОДЕЛИ 
ИЗИНГА С НЕНУЛЕВЫМ ВНЕШНИМ МАГНИТНЫМ ПОЛЕМ НА 

РЕШЕТКЕ БЕТЕ 
 

Туракулова Ш.А., 
Институт ТМС город Ташкент 

Суюнова Н. 
Студентка институт ТМС 

 
Annotatsiya. Ikkinchi tartibli Keyley daraxtidagi raqobatdosh o'zaro ta'sirga ega Ising 

modeli uchun ikkinchi davr bilan davriy Gibbs taqsimotiga mos keladigan operator olinadi. Ushbu 
operatorning o'zgarmas kichik to'plamlari topiladi, ular yordamida davriy Gibbs taqsimotlari 
tavsiflanadi. 

Kalit so’zlar: Keyley daraxti, konfiguratsiya, chegara Gibbs o'lchovi, davriy Gibbs o'lchovi.  
 
Abstract. For the Ising model with competing interactions on the second-order Cayley tree, 

an operator corresponding to periodic Gibbs distributions with period two is obtained. Invariant 
subsets of this operator are found, using which periodic Gibbs distributions are described.  

Keywords: Cayley tree, configuration, limit Gibbs measure, periodic Gibbs measure.  
 
Аннотация.  Для модели Изинга с конкурирующими взаимодействиями на дереве 

Кэли второго порядка получен оператор, соответствующий периодическими 
распределениям Гиббса с периодом два. Найдены инвариантные подмножества этого 
оператора, с применением которых описаны периодические гиббсовские распределения. 

Ключевые слова:  дерево Кэли, конфигурация, предельная мера Гиббса, 
периодическая мера Гиббса. 

 
Введение 
Применение математики как 

орудия исследования физического 
мира, дает возможность получить 
ценный интеллектуальный опыт. С 
одной стороны, знание физических 
явлений подсказывает нам новые 
теоремы и пути их доказательств. С 
другой стороны, математическому 
миру новую структуру и смысл. 
Знание этой структуры и смысла и 
составляет понимание «природы 

вещей» настолько глубокое, 
насколько мы вообще можем 
надеяться его получить. 

Понимание природы фазовых 
переходов остается одной из 
главных нерешенных проблем 
математической физики. 

Пусть Тк = (𝑉, 𝑙, 𝑖), где V есть 
множество вершин Тк, L-его 
множество ребер и i-функция 
инцидентности, сопоставляющая 
каждому ребру 𝑙 ∈ 𝐿 его концевые 
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точки 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 называемые сосед-
ними, и которые обозначался через 
<x,у>. 

Расстояние d(x,y), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉, на 
решетке Бете определяется по 
формуле 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑖𝑛{𝑑 ∋ 𝑥 =
𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑑−1, 𝑥𝑑 = 𝑦 ∈
𝑉, такое, что пары ближайшие соседи}
. 

Последовательность 𝜋 =  {𝑥 =
𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑑−1, 𝑥𝑑 = 𝑦 ∈ 𝑉}, 
реализующая указанный минимум, 
называется путем из х в у. 

В модели Изинга с внешним 
полем на решетке Бете спиновые 
переменные 𝜎(х), х ∈ 𝑉, принимают 
значения -1, 1 и гамильтониан имеет 
вид 

𝐻(𝜎) = −𝐽 ∑ 𝜎(𝑥)𝜎(𝑦)

<𝑥,𝑦>

− 𝛼 ∑ 𝜎(𝑥)

𝑥∈𝑉

, 

где суммирование введется по 
всем парам ближайших соседей <x,y> 
и 𝐽, 𝛼 ∈ 𝑅. 

Антиферромагнитная модель 
Изинга определяется этим 
гамильтонианом при J<0. 

B работах С.А.Пирогова и 
Я.Г.Синая, посвященных изучению 
классических решетчатых систем на 
целочисленных решетках 𝑍𝑑, d≥2, 
показано, что для ряда моделей 
полезно условие трансляционной 
инвариантности гамильтониана, 

гиббсовских состояний, конфи-
гураций и тд., т.е. инвариантности 
относительно группы всех 
пространственных сдвигов 𝑍𝑑, 
заменить на более слабое условие 
периодичности. т.е. инвариантности 
относительно некоторой полгруппы 

𝑍𝑑̃ ∈ 𝑍𝑑 конечного индекса. 

Целью данного параграфа 
является описание структуры 
периодических распределений 
Гибоса на решетке Бете, следуя 
работе. 

Рассмотрим 𝐺𝑘, -свободное 
произведение k+1 циклических 
групп второго порядка с 
образующими 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘+1 
соответотвенно. 

Предложение 1. Существует 
взаимно-однозначное соответствие 
между множеством вершин у 
решетка Бете порядка k и группой 
𝐺𝑘 . 

Структура графа на 𝐺𝑘 
определяется следующим образом: 
вершины, соответствующие словам 
𝑔, ℎ ∈ 𝐺𝑘, , называются ближайшими 
соседями и соединяются ребром, 
если либо 𝑔 = ℎ𝑎𝑖, либо ℎ = 𝑔𝑎𝑗, для 

некоторого ( i или j. Нетрудно 
убедиться, что определенный таким 
образом граф образует решетку Бете 
порядка k. На 𝐺𝑘 структуру графа 
можно определить и другим 
образом: вершины, 
соответствующие словам 𝑔, ℎ ∈ 𝐺𝑘, 
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называются ближайшими соседями 
и соединяются ребром, если либо 
𝑔 = 𝑎𝑖ℎ, либо ℎ = 𝑎𝑗𝑔, для 

некоторого i или j. Решетка Бете, 
построенное первым (вторым) 
способом, называется правым 
(левым) представлением решетки 
Бете. 

Рассмотрим на группе 𝐺𝑘 
следующие преобразования: 

1) Преобразования левого 
(правого) сдвига, определяемые 
следующим образом: для 𝑔0 ∈ 𝐺𝑘, 
положим 

𝑇𝑔0
(ℎ) = 𝑔0ℎ       [𝑇𝑔0

̃ (ℎ) = ℎ𝑔0], 

для любого ℎ ∈ 𝐺𝑘 

Совокупность всех левых 
(правых) сдвигов на 𝐺𝑘 изоморфна 
группе 𝐺𝑘 . 

2) Пусть π-перестановка на 
множестве образующих 
{𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘+1} группы 𝐺𝑘 . 
Определим на 𝐺𝑘 преобразование 
Т𝜋  следующим образом: каждому 
слову 𝑎𝑗1

𝑎𝑗2
… 𝑎𝑗𝑛

∈ 𝐺𝑘   поставим 

соответствие слово 
π(𝑎𝑗1

)π(𝑎𝑗2
)… π(𝑎𝑗𝑛

). 

Преобразование сдвига 1) и Т𝜋 , 
нвляются взнимнооднозначни- ми 
отображениями с, на себя, но вообще 
говоря, не является 
автоморфизмами группы 𝐺𝑘 

3) Преобразование 𝐺𝑘, 
определенное следующим образом: 
для 𝑔0 ∈ 𝐺𝑘 

𝐼п0
(ℎ) = 𝑔0

−1ℎ𝑔0, для любого ℎ ∈

𝐺𝑘  

называется внутренним 
автоморфизмом группы 𝐺𝑘. 

Предложение 2. Группа левых 
(правых) сдвигов на правом (левом) 
представлении решетке Бете 
является группой трансляций 
решетки Бете. 

Таким образом по аналогии с 
решеткой 𝑍𝑑, группа трансляций на 
решетке Бете 𝐺𝑘 изоморфна группе 
𝐺𝑘 . 

Предложение 3. Подгруппа 𝐺𝑘̃ 
группы 𝐺𝑘 , состоящая из слов четной 
длины, является подгруппой 
индекса два. 

Очевидно, что гамильтониан 
(I) и варианте относительно 
действия группы 𝐺𝑘̃ т.е. периодичен. 
Поэтому мы будем искать 
периодические распределения 
периода 2. 

В [7] при 𝛼 = 0 и 𝐽 ∈ 𝑅 
построены два периодических 
распределения Гиббса и несчетное 
число крайных непериодических 
распределения Гиббса. 

B настоящей работе мы 
получаем аналогичные результаты 
при 𝛼 ≠ 0. 

Опишем общую структуру 
крайних распределений Гиббса для 
моделей рассматриваемых на 
решетке Бете. Если из решетке Бете 
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𝑇𝑘 удалить произвольное ребро <
𝑥0, 𝑥1 >∈ 𝐿, то она разобьется на две 
компоненты-две полу бесконечные 
решетки Бете 𝑇0

𝑘  и 𝑇1
𝑘. 

Теорема 1. Для того, чтобы 𝜇 
было периодическим крайним 
распределением Гиббса на решетке 
Бете, необходимо и достаточно, 
чтобы существовали периодические 
крайние распределения Гиббса 𝜇0, 𝜇1 
(однозначно определяемые 𝜇) на 
𝑇0

𝑘 , 𝑇1
𝑘, соответственно, такие что 

𝜇 =

𝑍−1𝜇0𝜇1 𝑒𝑥𝑝 {(
𝐽

𝑇
)𝜎(𝑥0)𝜎(𝑥1)},   (1) 

где Z>0 нормирующая 
константа. 

Теорема I. сводит описание 
крайних распределения Гиббса на 
решетке Бете к полу бесконечной 
решетке 𝑇0

𝑘. Пусть 𝑉0 есть множество 
вершин 𝑇0

𝑘 и 𝐿0 –ее множество ребер. 
На 𝑇0

𝑘 имеется выделенная 
граничная вершина 𝑥0 ∈ 𝑉0 , из 
который выходит k ребер. 

 
 
 
 
𝑇0

𝑘 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑇1
𝑘 

 
 
 
 
 

множество  

𝑊𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑉0|𝑑(𝑥0, 𝑥) = 𝑛} 

Назовем n-ым этажом дерева 
𝑇0

𝑘 , Пусть 

𝑉𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑉0|𝑑(𝑥0, 𝑥} ≤ 𝑛 

Есть «n-этажный дом». 

На дерене 𝑇0
𝑘 можно ввести 

частичное упорядочение, сказав, что 
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у>х, если существует путь 𝑥 =
𝑥0, … 𝑥𝑛 = 𝑦 из х в у, "идущий вверх", 
т.е. такой, что 𝑑(𝑥𝑘 , 𝑥0) =
𝑑(𝑥𝑘−1, 𝑥0) + 1, 𝑘 = 1,2, … , 𝑛. 
Множество вершин 𝑉𝑥

0 = {𝑦 ∈ 𝑉0|𝑦 ≥
𝑥} и соединяющие их ребра 
образуют полу бесконечное дерево 
𝑇𝑥

𝑘,  "растущее" из вершины 𝑥 ∈ 𝑉0. 

Теорема 2. Пусть n>1. Для того, 
чтобы было крайним 
распределением Гиббса на 𝑇0

𝑘, 
необходимо достаточно, чтобы 
существовали крайние 
распределения Гиббса на 𝑇𝑥

𝑘, 𝑥 ∈ 𝑊𝑛 
(однозначно определяемые 𝜇), 
такие, что 

𝜇 = 𝑍𝑛
−1 𝑒𝑥𝑝{−(1/

𝑇)𝐻𝑛(𝜎)} ∏ 𝜇𝑥𝑥∈𝑊𝑛
,  (2) 

где 

𝐻𝑛(𝜎) = −𝐽 ∑ 𝜎(𝑥)𝜎(𝑦)

<𝑥,𝑦>:𝑥,𝑦∈𝑉𝑛

− 𝛼 ∑ 𝜎(𝑥)

𝑥∈𝑉𝑛

, 

Обозначим через 𝐸 = 𝐸(𝑇0
𝑘) 

множество крайних распределений 
Гиббcа на 𝑇0

𝑘 и через 𝐹 = 𝐹(𝑇0
𝑘)- 

множество распределений Гиббса 𝜇 
на 𝑇0

𝑘 таких, что для всех 𝑥 ∈ 𝑉0 
существуют распределения Гиббса 
𝜇𝑥 на 𝑇𝑥

𝑘 и при любом 𝑛 ≥ 0 по 
справедливо факторизация (3). 
Класс F есть класс Марковских 
случайных полей решетке Бете 
({2I,38,52}) и из теоремы 2 следует, 
что 𝐸 ∈ 𝐹. Распределения Гиббса 𝜇 ∈

𝐹 обладает следующим простым, но 
важным свойством. 

Теорема 3. Пусть 𝜇 ∈
𝐹 и {𝜇𝑥 , 𝑥 ∈ 𝑉0} – соответствующие 
распределения Гиббса на (𝑇𝑥

𝑘 , 𝑥 ∈
𝑉0). Тогда для любого 𝑥 ∈ 𝑉0 , 𝜇𝑥 ∈
𝐹(𝑇𝑥

𝑘) и соответствующие 
распределения Гиббса, 
обеспечивающие свойства 
факторизации (2) есть {𝜇𝑦 , 𝑦 ≥ 𝑥}. 

Пусть 𝜇 распределение Гиббса 
на 𝑇0

𝑘 и {𝜇𝑥 , 𝑥 ∈ 𝑉0} – 
соответствующие 𝜇 и распределения 
Гиббса на 𝑇𝑥

𝑘 , 𝑥 ∈ 𝑉0. 

Рассмотрим распределение 
𝜇𝑥(𝜎(𝑥)) спина 𝜎(𝑥) = ±1 
относительно 𝜇𝑥 и запишем его в 
виде 

𝜇𝑥(𝜎(𝑥)) = 𝑍1
−1 exp(ℎ𝑥𝜎(𝑥)), 

если 𝑥 ∈ 𝑊2𝑛, 𝑛 = 0,1,2 … 

𝜇𝑥(𝜎(𝑥)) = 𝑍2
−1 exp (ℎ𝑥

́ 𝜎(𝑥)), 

если 𝑥 ∈ 𝑊2𝑛+1, 𝑛 = 0,1,2 … 

где ℎ𝑥 , ℎ𝑥
́ ∈ 𝑅 и  

𝑍1 = exp(ℎ𝑥) + exp(−ℎ𝑥), 

𝑍2 = exp(ℎ𝑥
́ ) + exp(−ℎ𝑥

́ ), 

Из (4) ясно, что 

𝜇𝑥(𝜎(𝑥) = 1)

𝜇𝑥(𝜎(𝑥) = −1)
= exp(2ℎ𝑥) , если 𝑥

∈ 𝑊2𝑛, 𝑛 = 0,1, …, 
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𝜇𝑥(𝜎(𝑥) = 1)

𝜇𝑥(𝜎(𝑥) = −1)
= exp(2ℎ𝑥́) , если 𝑥

∈ 𝑊2𝑛+1, 𝑛 = 0,1, …, 

Таким образом, с каждым 
распределением Гиббса 𝜇 мы можем 
связать совокупность величин 
{ℎ𝑥 , 𝑥 ∈ 𝑈𝑛𝑊2𝑛} и {ℎ𝑥 ,́  𝑥 ∈ 𝑈𝑛𝑊2𝑛+1} 

Для описание 𝐺𝑘̃ – 
периодических мер, предположим 

ℎ𝑥 = {
ℎ, если 𝑥 ∈ 𝑈𝑛𝑊2𝑛

ℎ́, если 𝑥 ∈ 𝑈𝑛𝑊2𝑛+1 
 

Тогда описание периодических 
мер, сводится к описание 
неподвижных точек отображение 
(см. {2,4I}) 

{
ℎ̃ =

𝛼

𝑇
+ 𝑘𝑓(ℎ́: 0)

ℎ́̃ =
𝛼

𝑇
+ 𝑘𝑓(ℎ: 0)

        (2. 𝐼. 6) 

где 𝜃 = 𝑡ℎ (
𝐽

𝑇
) , 𝑓(𝑥; 0) =

𝑎𝑟𝑐𝑡ℎ(𝜃𝑡ℎ𝑥).  
 

В этом стати, используя методб 
основанный на теории марковских 
случайных ролей и реккурентных 
уравнений этой теории, дается 
анализ предельных гиббсовских мер 
модели Изинга с ненулевым 
внешным магнитным полем на 
решетке Бете, которые в нашем 
случае окажутся трансляционно – 
инвариантными или 
периодическими. Также 
исследуюстя некоторые классы 
непериодических предельных 
гиббсовских мер. 
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